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Introduction aux séries temporelles
TDb5 - Projection linéaire

Exercice 1 Soit X un processus stationnaire de moyenne pu € R. On pose Y; = X; — u. Montrer
que, pour tout t € Z et pour tout p € N*,

proj(Xy, Vect{l, X;_1,..., Xy, }) = p + proj(¥s, Vect{Y;_1, ..., Y, }).

Exercice 2 On considere ’équation AR(2) suivante :

3 1
Xy =2 + ZXt_l — gXt_g vVt € Z.

1. Montrer qu’il existe une unique solution stationnaire X a cette équation, qui est causale et
inversible.

2. Déterminer le prédicteur progressif d’ordre p de X, pour tout p > 1.

Exercice 3 On considere I’équation ARMA(2,1) suivante :
1 1
Xt = Zt - §Zt,1 + Xt,1 - ZXt,Q Vt S Z

1. Montrer que cette équation possede une unique solution stationnaire X.
2. Montrer que X est solution d’une équation AR(1) que l'on explicitera.

3. Déterminer le prédicteur progressif d’ordre p de X, pour tout p > 1.

Exercice 4 Soit (X;) un processus stationnaire centré et p € N*. Pour tout ¢t € Z et h € N* on
pose R
Xt,h = p]ﬁ'Oj(){t7 VeCt{Xt,h, ey Xt7h7p+l})'

1. Déterminer I’équation satisfaite par les coefficients 61, . . ., 0, tels que )A(t,h = Zizl 0k Xt—h—kt1-
2. Montrer que || X; — )A(HLHQ ne dépend pas de t.

3. On suppose que (X;) est décorrélé a linfini (i.e., yx(h) — 0 lorsque h — +00). Montrer que
(X:.5) tend vers 0 dans L? lorsque h — +00.

Exercice 5 (Processus déterministe) On dit qu'un processus stationnaire centré X est déterministe
si
X € Vect{X,, s <t} vt € Z.

On rappelle que, pour n € N*, 02 = Var(X; — proj(X;, Hi—1,)) ot Hi—1,, = Vect(X;_x, k €
{1,...,n}). On pose 0 := lim,,_, o, (cette limite existe car (o,,) est décroissante).

1. Montrer que X est déterministe si et seulement si o, = 0.

2. Donner un exemple de processus déterministe et un exemple de processus non déterministe.



3. Les processus AR(p) sont-ils déterministes ?

Exercice 6 On considére ’équation ARMA(p,q) générale

P q
Xe=Zi+ Yy anXen+ ) buZis

k=1 k=1
On suppose que les polynomes A(z) =1—SF_, axz® et B(z) =1+ 3_7_, byz* n’ont pas de racine

a l'intérieur du disque unité.

1. Montrer qu'il existe (o, )n>0 et (Bn)n>0 dans £ tels que, pour tout t € Z,

X = Zﬁkztflc et Z; = Zakthk
k=0 k=0

2. Pour n € Z fixé, on pose HX = Vect{X}, k € Z et k < n}. Montrer que

HX =Vect{Zy, k€ Zet k <n}.

3. Pour n € N*, on pose X; = proj(X;, H:X). Montrer que, pour tout ¢ > 1, on a

S 00
Xt+7l = - Zant—i-n—j = ZBth—&-n—j
Jj=1 Jj=t

et
t—1
Var(XH_n - Xt-‘,—n) = Zﬂ?
7=0

4. Calculer X,,1; dans le cas particulier AR(1) et MA(q).



